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Interprbtation physique par modblisation de la cinbtique de 
polymbrisation de la dboxyhbmoglobine S 

Une nouvelle approche thborique 

par J. L. DEJARDIN 
Laboratoire de Physique Appliqute, Universitt de Perpignan, 

50 Avenue de Villeneuve, 66025 Perpignan Cedex, France 

(Received 5 January 1987; accepted 2 May 1988) 

Par analogie avec les lois de la mtcanique classique, nous decrivons la cinttique 
de polymerisation de la deoxyhemoglobine S (deoxy HbS) au moyen d’une equation 
differentielle du deuxieme ordre non lineaire qui se reduit a une equation du type 
Riccati par un simple changement de variable: il est ainsi mis en evidence la notion 
de frequence d’agrkgation. De plus, la croissance des polymeres est largement 
affectee par un ensemble de forces de frottement variable dans le temps selon une 
loi de type logistique (sigmo’ide). Cette etude precise le caractere viscotlastique du 
milieu et debouche sur une loi, egalement de type logistique pour I’kvolution dans 
le temps du coefficient de viscositk dynamique. Enfin, nous avons trace en fonction 
du temps les variations de la vitesse d’agrkgation en estimant les valeurs a partir 
des donnees experimentales des courbes d’absorbance obtenues dans la litteratwe 
pour des solutions diluees de deoxyhemoglobine S en tampon phosphate con- 
centre. Notre modele fournit des donnees interessantes pour toutes les phases de 
polymerisation de I’HbS. En particulier, dans le domaine de nucleation corres- 
pondant a une duree inferieure ou &gale a td, il conduit a des resultats qui recoupent 
ceux obtenus par ailleurs a partir du mecanisme de la double nucleation. 

By analogy with the laws of classical mechanics, a non-linear second order 
differential equation for the evolution of aggregation of deoxyhemoglobin S 
(deoxy HbS) tetramers, is obtained. By means of a simple transformation, a 
Riccati equation is found which exhibits the notion of aggregation frequency. 
Moreover, the growth of polymers is strongly affected by a set of frictional foices 
whose time-evolution is given by a logistic law. All of these aspects are convenient 
to assign a viscoelastic nature of the medium and the time-dependent behaviour 
of the non-newtonian viscosity is shown to be analogous to the time-dependent 
behaviour of frictional forces. Graphs of the aggregation rate against time are 
given representing estimated data resulting from experimental values of pro- 
gress curves for dilute solutions of deoxy HbS in concentrated phosphate buffer. 
Our model provides interesting data for all the phases of HbS polymerization, 
especially in the nucleation field corresponding to a period inferior or equal to the 
delay-time t d ,  where our results are in good agreement with those obtained 
elsewhere from the dual nucleation mechanism. 

1. Introduction 
L’htmoglobine S (HbS) est une htmoglobine anormale qui se distingue des autres 

htmoglobines humaines par la substitution en position 6 sur chaque chaine d’un 
rtsidu d’acide glutamique par une valine, entrainant une perte de  deux tlectrons par 
moltcule. Cette anomalie gtntt ique conduit a une dtformation en faucille des Crythro- 
cytes d b  que 1’HbS est dtoxygknee, d’oh le nom d’antmie falciforme (ou drtpanocytose) 
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1192 J. L. Dkjardin 

donne a la maladie qui en rksulte. Ainsi, tant que la pression d’oxygene reste faible. 
les molecules de deoxyhkmoglobine S s’assemblent entre elles pour former de longs 
polymeres dont I’arrangement hautement ordonne est comparable a la phase nemati- 
que des gels paracristallins (structure tubulaire d’environ 200 A de diametre) [ 2 ] .  Cette 
gelification met en jeu des interactions de type hydrophobe car elle est caracterisee par 
un coefficient de temperature nkgatif, donc favorisee par toute elevation de tem- 
perature. Ce phhomene est gknkralement totalement reversible des le retablissement 
d’une pression normale en oxygene (oxyhkmoglobine S). Dans un article recent [3] 
s’appuyant sur des travaux experimentaux de spectrophotomktrie [I], un modele 
mathkmatique de la cinetique d’agrkgation de la dkoxy HbS a CtC propose a partir des 
courbes d’ivolution dans le temps de I’absorbance A ,  pour des solutions dilukes en 
tampon phosphate concentre. Ce modele fait apparaitre dans l’expression de A ( t )  une 
constante de temps 5 reliee d’une part, a la taille n du noyau critique, nombre minimal 
de molecules de deoxy HbS prtalable a toute polymerisation et d’autre part, a la 
vitesse d’agregation. Nous poursuivons ici cette recherche en Ctablissant une equation 
diffkrentielle du deuxieme ordre, non linkaire, dont la solution analytique s’identifie 
a A ( t )  et dont nous interpretons chacun des termes en pure analogie avec les lois de 
la mecanique. I1 s’introduit ainsi, et c’est un aspect fondamental et nouveau, une force 
d’inertie qui vient se superposer au mouvement libre des molecules de dCoxy HbS. Les 
mesures d’absorbance font partie d’un grand nombre de techniques physico-chimiques 
qui ont t t t  mises au point pour suivre la formation du gel, en utilisant un m2me 
principe de base: le rttchauffement brusque vers 30°C d’une solution de dtoxy HbS 
initialement refroidie a 0°C [4, 5 , 6 , 7 ] .  Si les resultats experimentaux dkcoulant de ces 
techniques montrent que cette formation s’effectue essentiellement en trois Ctapes, 
nucleation-croissance-alignement du polymere, aucune d’elles, cependant, ne permet 
d’acceder directement a la vitesse instantanee k(t) .  A la fin de ce travail, nous 
montrons comment reprtsenter graphiquement cette vitesse a partir des courbes 
experimentales d’absorbance. 

2. Notion de force d’agrkgation 
En considerant que la variation de I’absorbance A avec le temps rend compte, a 

travers le processus de polymerisation, du mouvement des molecules de deoxy HbS, 
nous pouvons la dkcrire en appliquant le principe fondamental de la dynamique, soit 

A(t) = -A( t )k( t ) .  

Le terme de droite dans I’equation (1) reprtsente la rtsultante F des forces appliqutes 
au systeme en mouvement. La proportionnalitk a la vitesse k suppose un ecoulement 
fluide lent. La fonction A depend nkcessairement du temps; elle peut se decomposer 
comme suit 

= -dA/dA,  ( 2 )  

oh A, et A2 sont des constantes rkelles positives et f une fonction du temps que nous 
explicitons un peu plus bas. En substituant I’Cquation (2) dans 1’Cquation ( I ) ,  il 
apparait que F peut s’exprimer comme la somme de deux forces F, et F2 telles que 

F, = - A I A ;  F2 = & f A .  (3) 
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Polymtrisation de la dkoxy HbS 1193 

F, a le sens d’une force de frottement pour un fluide visqueux en regime non turbulent, 
donnant lieu a une dissipation d’energie sous forme d’effet Joule. A, est homogene a 
I’inverse d’une constante de temps et proportionnel a un coefficient de friction de 
translation. F, est une force d’inertie, non dissipative d’energie, engendrke au cours de 
la polymerisation. Pour respecter les dimensions de F2, nous adoptons pour la 
fonction f la forme la plus simple qui reponde a cette condition, soit: k/A.  Nous 
donnons a F2 le nom de force d’agregation; elle regit la dynamique moleculaire, 
I’accelerant ou la retardant suivant que A2 f est plus petit ou plus grand que A, (A negatif 
ou positif). Par suite, la relation (1) prend la forme d’une equation differentielle du 
deuxieme ordre, non lineaire 

A = - A , A  + A2A2/A.  (4) 

I1 convient de noter que F2 qui est en k2/A presente les caracteristiques d’une force 
centrifuge, ce qui impliquerait I’existence d’une knergie potentielle de type rotationnel. 
La solution de I’equation (4) est en accord avec l’expression que nous avons proposee 
dans un travail prtcedent [3] 

A = A,/( l  + m exp(-kt))”P, m = (A,/A,)P - 1; ( 5 )  

A ,  et A ,  sont les valeurs de A quand t tend vers I’infini et vers zero respectivement. 
En effet, en derivant I’tquation (5) deux fois par rapport au temps, il vient 

A = - k A  + ( p  + l )A2 /A .  (6)  

A, = k = I/z; A2 = p + 1. (7) 

L’identification entre coefficients des relations equations (4) et (6 )  conduit a poser 

Revenons sur le r d e  jouC par la fonction f; c’est une fonction generatrice qui 
caractkrise la croissance du polymere et qui, pour ce type de processus, satisfait a 
Yequation differentielle classique suivante (cf. remarque suivante) 

f = - kf(1 - f l K ) ;  K = k/p. (8) 

En tenant compte des constantes qui interviennent dans I’tquation (5 ) ,  I’intkgration 
de ]’equation (8) donne 

f ( t )  = (k/P)(l - I / ( ]  + m exP(-kt)) 

= (k/P)(l - (9) 

Ce resultat est conforme a I’hypothese en A / A  suggtree plus haut pour la fonction f. 

Remarque 
Si I’on considere que I’absorbance et les parametres qui s’y rattachent suivent des 

lois de type logarithmique, on peut poser X = Log A .  L’kquation (1) devient donc 

X + k X  - pX’ = 0. (10) 

I1 suffit alors d’introduire dans I’equation (10) la fonction f egale a 2 ( k / A )  pour 
retrouver I’tquation (8) du type Riccati et attribuer a cette fonction le sens statistique 
d’une frkquence ou probabilitt d’agregation correspondant a la variation par unite de 
temps du logarithme de I’absorbance. I1 en resulte une equivalence complete entre les 
equations (4) et (8). 
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1194 J. L. Dejardin 

3. Mise en evidence de la viscoelasticite du milieu 
L‘tquation (8) peut &tre rkkcrite sous la forme simplifike suivante 

fw + K ( O f ( 0  = 0, (1 1) 

OU 

K( t )  = k - pf(t). 

A l’instant t = 0, lorsque les conditions physico-chimiques sont remplies-n par- 
t id ie r ,  pour une faible pression d’oxygene-aucun polymkre ne s’est encore formk, 
leur probabilitk de formationfest donc maximale et kgale afM tandis que la fonction 
Kcaractkrisant les forces de frottement est minimale et kgale a k,, ces deux grandeurs 
kvoluant de fagon antagoniste comme le montre la figure 1. Ce rksultat peut s’inter- 
prkter qualitativement de la maniere suivante: au fur et a mesure que les molkcules 
d’HbS s’agglutinent entre elles, l’espace intermolkculaire se rkduit, donnant lieu A une 
g&ne stkrique croissante. La fin de la polymkrisation se traduit par f(m) = 0 et 
K(o0) = k (frottement constant). 

Figure 1. Courbes d’evolution theoriques de la probabilitk d’agr&gationf(t) et de la fonction 
forces de frottement K(t ) .  ( T , :  abscisse du point d’inflexion des deux courbes). 

En remplagant f par l’expression (9) dans l’tquation (12), on obtient la loi 
d’evolution de la fonction de frottement K(t) ,  soit 

K(t) = k/(l + m exp -kt)) .  (1 3) 
Par suite, la proportionnalitk de Kavec le coefficient de viscositk dynamique q conduit 
pour cette grandeur a une expression du m&me type, a savoir 

q( t )  = q/(1 + m exp(-kt)). (14) 
Cette dernikre relation vient confirmer le caractkre non newtonien du fluide etudik 
(fluide viscoelastique de Boltzmann) [8]. Enfin, par analogie avec les systemes rencontres 
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Polymkrisation de la dkoxy HbS 1195 

en mtcanique ou en tlectricitt, nous pouvons caracttriser globalement le phtnomkne 
d’agrhgation en introduisant la fonction constante de temps T &gale a 1/K, soit 

T(t) = t ( 1  + m exp(- t lr));  (15) 
z reprtsentant la valeur asymptotique (minimum) de T 

4. Rbultats expkrimentaux 
Sur la figure 2, nous avons tract les variations de f avec le temps t dtduites des 

rtsultats exptrimentaux obtenus par Poyart et al. [ I ]  sur I’absorbance A( t ) ,  pour trois 
concentrations en dtoxy HbS, la relation (9) permettant le calcul des valeurs de f a 
partir de celles de A.  Sur le m6me graphique, nous donnons a titre comparatif les 
courbes d’absorbance dont l’inflexion a tte cakulte par ailleurs et vaut [3] 

t ,  = tlogm/p. (16) 

/ 
I 

I 

Figure 2. Distribution expkrimentale des courbes de probabilitt d’agrkgation f ( t )  diduites 
des courbes d’absorbance A(t) .  A, c = 1.35 g/l; 0, c = 1.64g/l; +, c = 2.06g/l. (traits 
pleins; f ( r ) ;  pointillb: A(t ) ) .  (Les Cchelles de A et f sont relatives). 
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1196 J. L. Dejardin 

q4 t 
Figure 3. Determination experimentale du point d’inflexion t ,  sur la courbe A(+ Concen- 

tration en deoxy HbS: 1.35 g/l. (L’kchelle de A(t) est relative). 

Si l’on remarque que la dkrivke seconde de f ( t )  s’annule a I’instant t = TI defini par 

T, = zlogm; f(T,) = 1/2zp, (17) 

tl - TI = At1 = t log l /p .  (18) 

on voit qu’il existe une relation tres simple entre t ,  et TI qui s’ecrit 

La dtttermination experimentale de l’instant ou se situe le point d’inflexion t, permet 
d’obtenir la pente maximale de variation de I’absorbance. I1 est facile de l’obtenir a 
partir des valeurs estimees de A(t) par intersection de la courbe avec l’axe des temps; 
par exemple, pour une concentration egale a 1.35 g/1 (figure 3), tl est voisin de 11 
minutes et vaut moins de 3 minutes pour c = 2.06g/l. En t = tl, l’acctltration A est 
nulle, la vitesse d’agrkgation devient constante: etat stationnaire dans la formation des 
polymeres. Le deuxieme membre de l’egalite (2) montre que A(t) represente la varia- 
tion de la vitesse d’agrtgation par rapport a I’absorbance, dans le sens d’une 
augmentation quand A est negative et d’une diminution dans le cas contraire. Cet 
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Figure 4. Influence de la vitesse d’agregation sur I’absorbance, A,  c = 1.35 g/l; 
0, c = 1.64g/l; +, c = 2.06g/l. (Les Cchelles de A et A sont relatives). 

aspect est illustre par les courbes de la figure 4 qui prksentent toutes un maximum en 
A = A ,  correspondant a t = t ,  . Un autre point merite d’ctre soulignt a savoir la non 
nullite de la vitesse a I’instant t = 0: vitesse initiale de nucleation. Afin de prtciser 
cette dernicre remarque, nous rksolvons I’bquation diffkrentielle homogkne deduite de 
I’equation (2) 

d k / d A  = - k  + ( p  + l)k/A. (19) 
En prenant f ( t )  = k/A, les courbes integrales gknkrales sont de la forme 

A = C(1 - fp/k)”P 

k = Cf(1 - fp/k)”P; 

C est une constante d’integration. 
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1198 J. L. DCjardin 

Figure 5. Courbes expirimentales de I’evolution de la vitesse d’agrkgation deduites des cour- 
besd’absorbance. (a), c = 1.35 g/l; (b), c = 1.64g/l; (c), c = 2.06g/l (Les echelles de A 
et A sont relatives). 

L’intCgrale singulihe est donnke par k = (k /p)A qui n’est rien d’autre que 
I’bquation de la tangente a l’origine des courbes k(A). La pente en A = A, est bgale 
a k (ou l / ~ ) .  Pour les concentrations en dCoxy HbS CtudiCes, la valeur de l/p est de 
l’ordre de 2, ce qui implique un coefficient directeur (en module) deux fois plus grand 
en t = 0 od A = A, qu’en t = 00 ou A = A,. Par suite, la vitesse d’agrtgation qui 
croit jusqu’en t = t ,  correspond a cet instant a un taux maximum de polymkres 
formts, ce taux diminuant jusqu’a ztro pour t > ti .  Les courbes de la figure 5 donnent 
la reprbentation graphique de k (t) pour trois concentrations diffkrentes en dCoxy 
HbS ( 1  a 3 5  g/l; 1.64 g/l; 2.06 g/l). Ces tracks se dkduisent facilement des valeurs 
exptrimentales des courbes d’absorbance a partir de la relation 

k = (k /p)A( l  - (A/A,)P. (21) 
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Figure 5 (continued). 

On remarquera que l’inflexion de A(t )  correspond au maximum de k ( t ) .  En convenant 
de definir la pente maximale de variation de l’absorbance par l’kquation de la tangente 
au point d’inflexion 1, l’intersection de cette droite avec A = A, et A = A, se fait 
respectivement aux temps t = td (temps de retard a l’agrkgation) et t = t f .  La zone 
de durke t d  est la zone de nuclkation prkalable a la polymkrisation. L’intervalle t,- - td 
rend compte de la zone de croissance des polymkres. Au-dela de t,-, on peut supposer 
qu’il s’agit d’une zone de fin d’alignement des polymkres (zone nkmatique stable). 

La zone de nuclkation mkrite une attention toute particulikre dans la mesure ou 
des travaux tres rkcents tentent d’expliquer la croissance brutale et rapide des poly- 
meres en introduisant le mkcanisme d’une double nuclkation, l’une homogene qui 
assure le demarrage de l’agrkgation de 1’HbS et l’autre httkrogene qui est responsable 
de la poursuite de la polymtrisation [9, 101. Nous avons ainsi recherchk l’kquation 
SimUlee des courbes k ( t )  dans leur premikre partie (0 < t < td) et trouvk une lOi 
d’kvolution exponentielle qui rejoint les resultats obtenus par une autre mkthode due 
a Hofrichter [I  11 sur la base de fluctuations stochastiques des courbes de croissance. 
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Figure 5 (continued). 

Valeurs estimees des parametres de la vitesse de nuclkation 

Concentration dCoxy HbS/g 1-’ s/mn-‘ Log vo 

1.35 1.06 9.5 1 0 - 3  
1.64 1.13 3.09 x 
2.06 1.33 8.46 x 

pH: 7.23; [PO,] = 1.75M; variation thermique 0°C --f 30°C. 

Le tableau resume les valeurs obtenues en utilisant la relation: vN(t) = voest ou vN(t)  
est la vitesse instantante de nucleation dans le domaine 0 < t < td et l/s une 
constante de temps de nuclkation. Notre modkle fournit kgalement des renseigne- 
ments sur I’evolution de la vitesse dans la zone de polymkrisation (loi en puissance) 
et dans la zone d’alignement (loi exponentielle dtcroissante). Nous nous proposons 
de dtvelopper ces questions dans un prochain travail. 
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